
٢ فصل
همساز توابع

نیمه در همساز توابع شد. داده تعمیم همساز توابع به آنها خواص و تحلیلͬ توابع تعاریف
مانند دانانͬ دیفرانسیل هندسه توسط و شدند بررسͬ و معرفͬ مختصر طور به بیستم قرن اول
نظریه توسط همساز مختلط توابع آن از پس گردیدند. مطالعه ۴ رادو و ٣ لوی ، ٢ کنزه ، ١ چوکه
ی خانواده نظری اصول آنها یافت. گسترش ۶ اسمال شیل و ۵ کلونͬ توابع، هندسͬ پردازان
مختلط همساز توابع از شاخه این دادند. توسعه را شوند مͬ ارز تک D بر که همساز توابع
فرمولبندی و مطالعه اخیر دهه سه در تنها شود مͬ بررسͬ واحد قرص روی آنها ارزی تک که
بود خواهند تحلیلͬ توابع از تعمیمͬ توابع، از خانواده این که شد مͬ تصور که آنجا از و شده
مطرح تحلیلͬ توابع درباره که را موضوعاتͬ غالب ترتیب بدین و گرفت قرار توجه مورد بیشتر

نمایند. مͬ بررسͬ خانواده این روی را هست و بوده
که uxx+uyy = ٠ ی معادله در اگر نامیم حقیقی٧ ساز تابع را u(x, y) : R٢ → R فصل این در
مͬ ظاهر کاربردی علوم از خیلͬ در لاپلاس معادله نماید. صدق دارد شهرت لاپلاس٨ معادله به
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همساز توابع ٣۴
معادلات سرعت١٠. پتانسیل و هیدرودینامیک٩ نظیر فیزی΄ͬ مسائل از بسیاری در مثلا́ شود
الکواستاتیک١٢ پتانسیل رابطه ی نیز و ͬ کنند م صدق لاپلاس معادله در سیالات١١ جریان
١٣احتمالا فرایندهاى با مهمͬ ارتباطات لاپلاس معادله همچنین است. خاصیت این دارای
امری آن از استفاده نیز مهندسͬ مباحث در و شده ظاهر بخوبی معادله این نیز تصادفͬ و

رود. مͬ بشمار ضروری

ارز تک حقیقͬ همساز های نگاشت ٢ . ١
همساز تابع هر بعلاوه است. مشتقپذیر بار نهایت بی و بوده C∞ ی رده از همساز تابع هر
مͬ تعریف ناحیه آن بر که است تحلیلͬ تابع ΁ی حقیقͬ قسمت همبندساده، ی دامنه ΁ی بر

همچنین گردد.

م١۴ کز ما مقدار اصل در نتیجه در و بوده میانگین مقدار خاصیت دارای همساز تابع [٣٩] .٢ . ١ . ١ لم
تابعͬ f اگر و بوده صادق هم مینیمم١۵ مقدار اصل در حقیقͬ همساز توابع کند. مͬ صدق

٠ < r < ρ هر برای سپس باشد شده تعریف ،( ρ > ٠ (برای ،|z| < ρ ی دامنه بر همساز

f(z) =
١

٢π
∫ ٢π

٠
r٢ − |z|٢
|reiθ − z|٢ f(re

iθ)dθ, ; |z| < r. (٢ . ١)

باشد |z| < ρ دامنه روی همساز تابعͬ f گیریم .([٣٩] پواسن١۶ انتگرال (فرمول .٢ . ١ . ٢ لم
،٠ < r < ρ هر برای آنگاه .ρ > ٠ که

f(z) =
١

٢π
∫ ٢π

٠
r٢ − |z|٢
|reiθ − z|٢ f(re

iθ)dθ, ; |z| < r. (٢ . ٢)

آورد. بحساب تحلیلͬ نگاشتهای از تعمیمͬ توان مͬ را توابع این
٩Hydrodynamics

١٠Velocity potential
١١Fluid flow
١٢Electrostatics potential
١٣Stochastic processes
١۴Maximum Modulus Principle
١۵Minimum Modulus Principle
١۶Poisson integral formula



٣۵ مختلط همساز ارز تک نگاشتهای

مختلط همساز ارز تک نگاشتهای ٢ . ٢
حقیقی١٨ ساز های نگاشت تعمیم که کرد خواهیم صحبت مسطح١٧ ساز نگاشتهای از ادامه در
D واحد قرص بر که باشد پیوسته مختلط توابع ی خانواده H کنید فرض هستند. ارز تک
تلط١٩ ساز تابع f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) تابع .f : D ⊂ C → C گیریم همسازند.
لزوما v و u کلͬ حالت در باشند. حقیقͬ همساز D در v و u و باشد پیوسته f اگر است
نیست. ما بحث مورد و بوده تحلیلͬ f تابع حالت، این غیر در زیرا نیستند ساز٢٠ مزدوج

:[٢۵] داشت خواهیم f برای استانداردی نمایش صورت این در باشد، ساده همبند D اگر
f سپس باشد. همساز D در f = u + iv و ساده همبند ای دامنه D گیریم [٣٠] .٢ . ٢ . ١ لم
و تحلیلͬ بخش را h باشند. مͬ تحلیلͬ D در g و h که است f = h+ g ٢١کانو ایش دارای

خوانیم. f تابع لیلی٢٢ هم بخش را g
سری بسطهای با را g و h تحلیلͬ توابع توان مͬ ،D ی دامنه در f(٠) = ٠ فرض به حال
به سری نمایش دارای f بدینترتیب دهیم نشان g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n و h(z) =

∞∑
n=١

anz
n تیلور

ش΄ل
f(z) = h(z) + g(z) =

∞∑
n=١

anz
n +

∞∑
n=١

bnzn (٢ . ٣)

از عبارتست f = u+ iv تابع ٢٣ژاکوب بود. خواهد

Jf (z) =

∣∣∣∣∣∣ ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣∣ = uxvy − uyvx = |fz|٢ − |fz|٢ = |h′(z)|٢ − |g′(z)|٢

شود: مͬ حاصل زیر محاسبات از که
fz =

١
٢
(∂f
∂x

− i
∂f

∂y

)
=

١
٢(ux + ivx − iuy + vy) =

١
٢
(
ux + vy + i(vx − uy)

)
fz =

١
٢
(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
=

١
٢(ux + ivx + iuy − vy) =

١
٢
(
ux − vy + i(vx + uy)

)
|fz|٢ − |fz|٢ =

١
۴
(
(ux + vy)

٢ + (vx − uy)
٢ − (ux − vy)

٢ − (vx + uy)
٢) = uxvy − uyvx

گیرد مͬ بخود را زیر فرم ژاکوبین باشد، تحلیلͬ f اگر
Jf (z) = u٢

x + v٢
x = |f ′(z)|٢

١٧Planar harmonic mappings
١٨Real-Value Harmonic Maps
١٩Complex-valued harmonic function
٢٠Harmonic conjugates
٢١Canonical representation
٢٢Co-analytic
٢٣Jacobian



همساز توابع ٣۶
|h′(a)|٢ − یعنͬ Jf (a) > ٠ اگر است نگهدار٢۴ جهت z = a در f = h+ g همساز نگاشت گوئیم
جهت z = a در f = h + g سپس ω(z) =

g′(z)

h′(z)
فرض با .|h′(a)| > |g′(a)| یا |g′(a)|٢ > ٠

تابع .|ω(a)| > ١ اگر گوئیم نقطه این در برگردان٢۵ جهت آنرا و |ω(a)| < ١ اگر است نگهدار
که کنید توجه شود. مͬ نامیده f دوم٢۶ تلط انبساط و بوده D روی تحلیلͬ تابعͬ ω(z)
نمایش با معادل f = h + g نمایش اینکه بالاخره باشد. تحلیلͬ f اگر فقط و اگر ω(z) = ٠

است. f = Re (h+ g) + iIm(h− g) سودمند
هستند. مجزا غیرثابت همساز تابع بحرانͬ نقاط ی همه [٣٠] .٢ . ٢ . ٢ لم

D ⊂ C ی دامنه ΁ی در که باشد مختلطͬ همساز تابع f اگر ([٣٠] لوی٢٧ (قضیه .٢ . ٢ . ١ قضیه
.Jf (z) ̸= ٠ است ناصفر z ∈ D برای آن ژاکوبین آنگاه است، ارز تک موضعا

جهت و ارز تک موضعا دامنه ΁ی در که مختلطͬ همساز تابع لوی، قضیه دید از بنابراین
است. نگهدار جهت f سپس ،Jf < ٠ اگر دارد. مثبت ژاکوبین دامنه آن در باشد، نگهدار

.[٣٠] است صحیح نیز مختلط همساز نگاشتهای برای پواسن انتگرال فرمول

SH ی رده ٢ . ٣
باشدکه f = h+ g ش΄ل به مختلطͬ توابع ی رده H گیریم ،A همساز ش΄ل از تعمیمͬ بعنوان

که هستند چنان D روی نرمالشده تحلیلͬ توابع g و h و همسازند D روی
f(z) = h+ g = z +

∞∑
n=٢

anz
n +

∞∑
n=١

bnz
n (۴ . ٢)

مͬ حفظ را قبل ی رده خواص از بسیاری که دارد وجود همساز توابع روی S رده از تعمیمͬ
(٢ . ٣) ش΄ل به مختلطͬ ارز تک همساز توابع تمام ی خانواده SH که ب·یرید نظر در کند.
عضو هر پس اند. شده نرمال a١ = ١ و a٠ = ٠ شروط با و بوده نگهدار جهت D روی که است
در شیل‐ال و کلو توسط ابتدا رده این بود. خواهد (۴ . ٢) سری بسط دارای f ∈ SH

همساز توابع ی مطالعه در که آمد بدست آن از دی·ری خواص سپس و [٢۵] شد معالعه ١٩٨۴
رسیدند. مͬ بنظر سودمند ͹مسط

S٠
H ی رده ۴ . ٢

این و باشد b١ = ٠ = fz(٠) = g′(٠) که کنیم مͬ محدود چنان را f ∈ SH ی رده توابع اکنون
ی خانواده S٠

H که شود مͬ ثابت و S ⊂ S٠
H ⊂ SH که است روشن دهیم. مͬ نمایش S٠

H با را رده
٢۴Sense-preserving
٢۵Sense-reserving
٢۶Second complex dilatation
٢٧Lewy



٣٧ برش روش
سازی، مزدوج تحت خانواده این نیست. چنین SH که است حالͬ در این و است فشرده نرمال
رده در بیبرباخ حدس به شبیه شود. مͬ حفظ برد انتقال و قرص خودر انبساط، چرخش،
همساز تابع f(z) ∈ S٠

H کنید فرض شود: مͬ مطرح ساز٢٨ بیباخ حدس نیز اینجا در ،S ی
آنگاه باشد (۴ . ٢) ش΄ل به

|an| ⩽
١
۶(n+ ٢)(١n+ ١) (۵ . ٢)

|bn| ⩽
١
۶(n− ٢)(١n− ١) (۶ . ٢)∣∣|an| − |bn|

∣∣ ⩽ ١ (٢ . ٧)
اثبات به آن های زیررده برخͬ در رود، مͬ بشمار باز ی مسئله ΁ی حدس این اینکه وجود با
شناخته کران بهترین که |a٢| < ۴٩ داریم f(z) ∈ S٠

H توابع تمام برای همچنین است. رسیده
ایضا است. شده

است. برقرار |b٢| ⩽ ١
٢ دقیق نامساوی ،f(z) ∈ S٠

H توابع تمام برای [٣٠] .١ . ۴ . ٢ لم

برش روش ۵ . ٢
و [٢۵] گردید معرفͬ ١٩٨۴ در شیل‐ال و کلو توسط ابتدا در برشی٢٩ ساختار روش ایجاد
نگاشت ΁ی ساختن روش ΁تکنی این شد. گرفته ب΄ار ͹مسط همساز توابع ی مطالعه جهت
تحلیلͬ توابع از استفاده آن مهم خصوصیات از ی΄ͬ و کند مͬ بیان صفحه در را ارز تک همساز
است. ضروری بسیار همساز توابع با کار در روش این از آگاهͬ بنابراین و باشد، مͬ آن با مرتبط
ارز تک f سپس باشد. ارز تک موضعا و همساز D در f = h + g کنید فرض [٣٠] .١ . ۵ . ٢ لم

باشد. CHD بردش و ارز تک h− g اگر تنها و اگر است CHD بردش و
برد با مفروضͬ ارز تک F = h − g و فوق لم ب΄ارگیری با برش، ΁تکنی از استفاده برای
f = h+g ارز تک همساز تابع توان مͬ شده، خواسته ω(z) =

g′(z)

h′(z)
انبساط ΁ی با همراه CHD

است ضروری f نگهداربودن جهت برای |ω(z)| < ١ فرض فرآیند این طͬ یافت. CHD برد با را
.(٢ . ٢ . ١ (قضیه

نگاشت خواهیم مͬ (ش΄ل٢ . ١). است مفروض CHD برد با F = z− ١
۶z٣ تابع .١ . ۵ . ٢ مثال

بود خواهد نگهدار جهت f تابع بیابیم. ω(z) = ٢√١z انبساط با را f = h + g ارز تک همساز
بنابراین g′(z)

h′(z)
=

٢√١z و h− g = z − ١
۶z٣ نویسیم مͬ .|ω(z)| = | ٢√١z| < ١ زیرا

٢٨Harmonic Bieberbach conjecture
٢٩Shearing construction technique



همساز توابع ٣٨

.F = z − ١۶z٣ همدیس نگاشت تحت D تصویر :٢ . ١ ش΄ل

 h′ − g′ = ١ − ١٢z٢
g′ = ٢√١zh′

 h′(z) = ١ + ٢√١z
g′(z) = ٢√١z +

١٢z٢

 h(z) = z + ١
٢√٢z٢

g(z) = ١
٢√٢z٢ + ١۶z٣

ارز تک همساز نگاشت بدینصورت و h(٠) = g(٠) = ٠ که کنید توجه
f = h+ g = z +

١
٢√٢z

٢ +
١

٢√٢z
٢ +

١
۶z٣

(ش΄ل٢ . ٢). گردد مͬ حاصل CHD برد با

.f = z + ١
٢√٢z

٢ + ١
٢√٢z

٢ + ١۶z٣ نگاشت تحت D تصویر :٢ . ٢ ش΄ل

نگاشت خواهیم مͬ .(١ . ٢ (ش΄ل است محدب ارز تک که F =
z

١ − z
کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ مثال

تک موضعا |ω(z)| = |z٢| < ١ شرط بسازیم. ω(z) = z٢ انبساط با را f = h+ g ارز تک همساز
بنابراین و g′(z)

h′(z)
= z٢ و h− g =

z

١ − z
گیریم کند. مͬ تضمین را f ارزی

 h′ − g′ = ١
(١−z)٢

g′ = z٢h′

 h′(z) = ١
(١−z٢)(١−z)٢

g′(z) = z٢
(١−z٢)(١−z)٢

 h(z) = z−٢۴(z−١)٢ + ١٨ log z+١
z−١ + iπ٨ − ١٢

g(z) = ٣z−٢۴(z−١)٢ + ١٨ log z+١
z−١ + iπ٨ + ١٢



٣٩ برش روش
بعد و h(٠) = g(٠) = ٠ انتگرال·یری ثابت با

f = h+ g = − ١
٢

z

(١ − z)٢ + ٢Re
( ٣z − ٢

۴(z − ٢(١ +
١
٨ log

z + ١
z − ١

)
.(٢ . ٣ (ش΄ل بود خواهد مطلوب CHD نگاشت

.٢ . ۵ . ٢ مثال در f همساز نگاشت تحت D تصویر :٢ . ٣ ش΄ل
آورد. خواهیم ش΄ل شان رسم با را اند شده حاصل برشͬ ΁تکنی با که نگاشت چند ذیل در
گرفته نظر در ω خاص انبساط با و شده داده F مانند CHD برد با تحلیلͬ نگاشت نیز اینجا در
شود. مͬ ساخته آن با متناظر است، CHD برد که f ارز تک همساز نگاشت سپس شود، مͬ

ایم: آورده f و F تحت را ی΄ه قرص تصویر سرانجام
‐ F f

F = z − ١۶z٣

ω = ٢√١z
h = z + ١

٢√٢z٢

g = ١
٢√٢z٢ + ١۶z٣

f = z + ١
٢√٢z٢

+ ١
٢√٢z٢ + ١۶z٣

F = z − ١٢z٢

ω = z

h = z

g = ١٢z٢

f = z + ١٢z٢



همساز توابع ۴٠


F = z − ١٢z٢

ω = z٢

h = log(١ + z)

g = −z + ١٢z٢

+ log(١ + z)

f = ٢Re log(١ + z)

− z + ١٢z٢

F = z − ١٢z٢

ω = z٣

h = ٣√٢ tan−٢)١z+٣√١ )

− π

٣√٣
g = −z + ١٢z٢ − π

٣√٣
+ ٣√٢ tan−٢)١z+٣√١ )

f = h+ g

F = z − ١٢z٢

ω = z۴

h = ١۴ log (١+z)٢
١+z٢ + tan−١ z٢

g = −z + ١٢z٢

+ ١۴ log (١+z)٢
١+z٢ + tan−١ z٢

f = h+ g

F = z − ١٢z٢

ω = ١٢z − ١۴z٢

h = log ۴
z٢−٢z+۴

g = − ١٢z + ١۴z٢

+ log ۴
z٢−٢z+۴

f = h+ g



۴١ برش روش


k٠ = z
(١−z)٢

ω = z

h =
z− ١٢ z٢+ ١۶ z٣

(١−z)٣

g =
١٢ z٢+ ١۶ z٣
(١−z)٣

f = Re
z+ ١٣ z٣
(١−z)٣

+ iIm z
(١−z)٢

ω = z انبساط و k٠(z) = z

(١ − z)٢ تحلیلͬ کوبه تابع از استفاده با جدول، انتهای ردیف در
٣٠ همساز (احتمالͬ) کوئب تابع

f(z) = Re
z + ١٣z٣
(١ − z)٣ + iIm

z

(١ − z)٢

تابع این رود مͬ انتظار است. شده ساخته

k٠H(z) = Re
z + ١٣z٣
(١ − z)٣ + iIm

z

(١ − z)٢ =
z − ١٢z٢ + ١۶z٣

(١ − z)٣ +
١٢z٢ + ١۶z٣
(١ − z)٣ ∈ S٠

H (٢ . ٨)

منهای صفحه تمام به را D قرص k٠H(z) تابع نماید. بازی S٠
H ی رده در را کرانͬ تابع نقش

در تابع این ضرایب نگارد. مͬ ∞ تا − ١
۶ از منفͬ، حقیقͬ محور از قسمتͬ

|an| ⩽
١
۶(n+ ٢)(١n+ ١) , |bn| ⩽

١
۶(n− ٢)(١n− ١) (٢ . ٩)

ضرایب ، n اندیسهای تمام برای f ∈ S٠
H توابع تمام که مسئله این البته .[٣٠] کنند مͬ صدق

انتظار همچنین شود. مͬ تلقͬ باز ی مسئله هم هنوز نمایند صدق (٢ . ٩) در بایست مͬ g و h
اما شود |w| < ١

۶ قرص شامل S٠
H در تابع هر برد کوبه، ی΁‐چهارم قضیه مانند که رود مͬ

که شده ثابت چنین تاکنون

است. |w| < ١
١۶ قرص شامل f ∈ S٠

H تابع هر برد [٢۵] .٢ . ۵ . ٢ لم
دهید ارائه همساز ارز تک توابع از مثالهایی که شود مͬ عنوان چنین باز ی مسئله بعنوان

نمائید. بررسͬ نیز را آنها خواص و منفرد٣١ داخلی توابع آنها انبساط که
٣٠Harmonic Koebe function
٣١Singular inner function



همساز توابع ۴٢

ستاره گون همساز توابع ۶ . ٢
تابعͬ باید آرگومان یعنͬ arg{f(eiθ)} اگر است ستاره گون f همساز تابع تحلیلͬ لحاظ از

بعبارتͬ باشد، θ برحسب غیرنزولͬ
∂

∂θ
arg{f(eiθ)} ≥ ٠

بش΄ل S٠
H به تحدید در که شده داده نمایش S∗

H با SH در ستاره گون همساز توابع تمام رده
است: چنین ستاره گونͬ برای کافͬ شروط از ی΄ͬ شود. مͬ مشخص S٠∗

H

∞∑
n=٢

n|an| +
∞∑
n=١

n|bn| ⩽ ١ در (۴ . ٢) ضرایب اگر ([٢] آهوجا٣٢ ،[٩۶] (سیلورمن .١ . ۶ . ٢ لم
.f ∈ S∗

H آنگاه کنند، صدق
S ⊂ S٠

H ⊂ پس ، است fz(٠) = ١ شرط با f ∈ SH توابع همه شامل SH از S٠
H زیررده

برخلاف کردند. بررسͬ S∗
H زیررده عنوان با SH در ستاره گون توابع شیل‐ال و کلو .SH

ͽواق در نیست، ارثͬ خاصیتͬ ستاره گونͬ S∗
H توابع ی رده روی تحلیلͬ، توابع در ستاره گونͬ

مبداء) به (نسبت ستاره گون ای ناحیه خود، |z| < r < ١ زیرقرص هر تصویر که ندارد لزومͬ
موروثͬ همساز توابع برای را ستاره گونͬ تا نیازمندیم خاصیتͬ به بنابراین .[٧٩ ،٣ ،٣٠] باشد

کند:
ی دایره هر اگر نامیم ستاره گون٣٣ کاملا را f(٠) = ٠ شرط با f همساز تابع .١ . ۶ . ٢ تعریف
به نسبت ستاره گون ای ناحیه مرز که ای بسته منحنͬ به ΁ی به ΁ی صورت به را |z| = r < ١

بنگارد. است مبداء
توانیم مͬ ولͬ ص١۴)، ،[٢۴]) نیست ارز تک لزوماً ستاره گون کاملا́ تابع ΁ی کلͬ حالت در
D در نگهدار جهت ستاره گون کاملا نگاشت ΁ی اینکه توجه قابل کنیم. SH به محدود را خود
کنیم. مͬ مشخص FS∗

H با را ستاره گون کاملا توابع همه خانواده ،f ∈ SH برای است. ارز تک
کرد بیان غیرتحلیلͬ تابع ΁ی مشتق عمل·ر ستاره گونͬ کاملا بین را ای رابطه موکانو ١٩٨٠ در

دیفرانسیلͬ عمل·ر f مختلط تابع برای .[۶۴]
Df = zfz − zfz (٢ . ١٠)

داریم f(z) نگهدار جهت مختلط تابع برای که دید توان مͬ اینصورت در گیریم. مͬ نظر در را
نیز و Df ̸= ٠

D٢f = D(Df) = zfz + zfz + zzfzz + zzfzz (٢ . ١١)
٣٢Ahuja
٣٣Fully-starlike



۴٣ محدب همساز توابع
باشیم داشته z ∈ D − {٠} تمام برای اگر .Df ̸= ٠ که ،f(z) نگهدار جهت مختلط تابع برای
برای Re

D٢f(z)
Df(z)

> ٠ یا Re
Df(z)

f(z)
> ٠ شرط در و بوده Jf (z) > ٠ نیز D در و ،f(z) ̸= ٠

نگارد مͬ بسته ساده منحنͬ به را ٠ < |z| = r < ١ دایره هر f سپس نماید، صدق z ∈ D−{٠}
از و ،[۶۴]

∂

∂θ
arg{f(eiθ)} = Re

Df(z)

f(z)

داریم:
برای اگر باشد. f(٠) = ٠ با مختلطͬ تابع f ∈ C١(D) گیریم ([۶۴] (موکانو .٢ . ۶ . ٢ لم
سپس باشند برقرار Re

Df(z)

f(z)
> ٠ و Jf (z) > ٠ نیز D در و f(z) ̸= ٠ باشیم داشته z ∈ D−{٠}

است. ستاره گون کاملا́ و ارز تک D در f
،α ی مرتبه از ستاره گون همساز توابع به که را S٠

H توابع ی رده از S٠∗
H (α) ی رده زیر

f ∈ S٠∗
H (α) که کرد ثابت وی . [۴٧] شد معرفͬ جهانگی٣۴ توسط است معروف (٠ ⩽ α < ١)

اگر
∞∑

n=٢
n− α

١ − α
|an|+

∞∑
n=٢

n+ α

١ − α
|bn| ⩽ ١ (٢ . ١٢)

محدب همساز توابع ٢ . ٧
برحسب غیرنزولͬ تابعͬ arg{ ∂

∂θ
f(eiθ)} عبارت f(D) در اگر است محدب تابعͬ f که دانیم مͬ

دی·ر بعبارتͬ باشد. θ
∂

∂θ
arg
{ ∂

∂θ
f(eiθ)

}
≥ ٠

S٠
H در محدب توابع نیز K٠

H ی رده زیر و داده نشان KH با را SH در محدب توابع تمام ی رده
کند. مͬ مشخص را

سپس f ∈ KH اگر ،(٢ . ٣) کانونͬ نمایش با f برای ([٢۵] شیل‐ال و کلو) .٢ . ٧ . ١ لم
داریم: n ∈ N برای

|An| ⩽
n− ١

٢ |B١|+
n+ ١

٢ , |Bn| ⩽
n− ١

٢ +
n+ ١

٢ |B١|

.|Bn| < n و |An| < n داشت خواهیم نیز n ≥ ٢ برای
.f ∈ KH سپس

∞∑
n=٢

n٢|an|+
∞∑
n=١

n٢|bn| ⩽ ١ اگر ([٢] ،[٩۶] (سیلورمن .٢ . ٧ . ٢ لم
نیست لازم یعنͬ ندارد، موروثͬ خاصیتͬ KH ی رده روی تحدب تحلیلͬ، توابع برخلاف
ارز تک نگاشتͬ f اگر باشد. محدب ای ناحیه خود f تحت |z| < r < ١ زیرقرص هر تصویر که

٣۴Jahangiri



همساز توابع ۴۴
r ⩽

√٢ − ١ شعاع هر برای |z| < r قرص هر تصویر آنگاه باشد، محدب ای ناحیه به D روی
نیست. درست موضوع این √٢ − ١ < r < ١ ی بازه در شعاعͬ برای ولͬ بود خواهد محدب

تابع است کافͬ
f(z) = Re

z

١ − z
+ iIm

z

(١ − z)٢ (٢ . ١٣)

=
z − ١٢z٢
(١ − z)٢ +

− ١٢z٢
(١ − z)٢ ∈ KH

|z| ⩽ r قرص هر تصویر نگارد. مͬ Rew > − ١
٢ ی صفحه نیم به را D که ب·یریم نظر در را

.(۴ . ٢ (ش΄ل نیست محدب √٢ − ١ < r < ١ در r هر برای

.(٢ . ١٣) همساز نگاشت تحت D قرص تصویر :۴ . ٢ ش΄ل
نماید: منتقل را تحدب ارثͬ خاصیت که دهیم ارائه تعریفͬ است لازم

f(٠) = ٠ اگر نامیم دب٣۵ کاملا را واحد قرص روی f همساز تابع [٧٩ ،٢۴] .٢ . ٧ . ١ تعریف
برد در محدبی ناحیه ΁ی مرز به ΁ی به ΁ی وضعیتͬ در را |z| = r < ١ ی دایره هر و بوده

بنگارد.
رادو٣۶‐ ی قضیه طبق f(z) ̸= ٠ باشیم داشته ٠ < |z| < ١ برای که خاصͬ حالت در
.(١.٣ بخش ،[٣٠]) شد خواهد ارز تک لزوماً D در دب کاملا نگاشت چوکه٣٨ که٣٧‐
همه برای اگر دهیم. مͬ نشان FKH با D در را SH توابع از دب کاملا توابع تمام ی زیررده

[۶۴] آنگاه باشد، Jf (z) > ٠ نیز D در و f(z) ̸= ٠ باشیم داشته z ∈ D− {٠} ی
∂

∂θ
arg
{ ∂

∂θ
f(eiθ)

}
= Re

D٢f(z)
Df(z)

بنابراین
٣۵Fully-convex
٣۶Radó
٣٧Kneser
٣٨Choquet



۴۵ نزدی΁‐به‐محدب همساز توابع
ی همه برای ،f(٠) = ٠ که باشد مختلط تابعͬ f ∈ C٢(D) گیریم ([۶۴] (موکانو .٢ . ٧ . ٣ لم
آنگاه باشد، Re

D٢f(z)
Df(z)

> ٠ و بوده Jf (z) > ٠ نیز D در و f(z) ̸= ٠ باشیم داشته z ∈ D− {٠}
است. کاملا́‐محدب و ارز تک D در f

eiαh−eiαg تحلیلͬ تابع ،α ∈ R هر برای اگر فقط و اگر است محدب و ارز تک f همساز تابع
کاملا تابعͬ آنکه برای کافͬ و لازم شرطͬ این، بر علاوه باشد. افقͬ جهت در محدب و ارز تک

ص١٣٩). [٢۴]) شد مطرح آسگود۴١ و دورن۴٠ چوکه٣٩، توسط باشد دب

اگر فقط و اگر f ∈ UKH .f(z) ∈ SH گیریم [٢۴] .٢ . ٧ . ١ قضیه
|zh′(z)|٢ReQh ⩾ (١۴ . ٢)
|zg′(z)|٢ReQg +Re

{
z٣(h′′(z)g′(z)− h′(z)g′′(z)

)}
.D در z هر بازای Qg = ١ + z

g′′(z)

g′(z)
و Qh = ١ + z

h′′(z)

h′(z)
که

باشد. α جهت در محدب f(D) اگر گوئیم α جهت در محدب را D در f ارز تک همساز تابع
(٠ ⩽ α < ١) ،α ی مرتبه از محدب توابع ی همه شامل S٠

H های رده زیر از K٠
H(α) ی رده

شرط در که است
∂

∂θ
arg
{ ∂

∂θ
f(eiθ)

}
≥ α

داریم و کنند مͬ صدق
اگر ([۴٧] (جهانگی .۴ . ٢ . ٧ لم

∞∑
n=٢

n(n− α)

١ − α
|an|+

∞∑
n=٢

n(n+ α)

١ − α
|bn| ⩽ ١ (١۵ . ٢)

.f ∈ K٠
H(α) آنگاه

نزدی΁‐به‐محدب همساز توابع ٢ . ٨
نزدی΁‐به‐ ای دامنه f(D) بردش اگر گوئیم دب به نزدیک را f(z) ∈ SH همساز تابع
ی رده زیر و داده نشان CH با را SH از نزدی΁‐به‐محدب توابع ی همه ی رده باشد. محدب

کنیم. مͬ مشخص C٠
H با را S٠

H به محدود
محدب ی |ϵ| ⩽ ١ برای h+ ϵg و بوده ارز تک موضعا D در f = h+ g گیریم [٢۵] .٢ . ٨ . ١ لم

است. نزدی΁‐به‐محدب و ارز تک D در f آنگاه باشد،
٣٩Martin Chuaqui
۴٠Peter Duren
۴١Brad Osgood



همساز توابع ۴۶

پیچش ٢ . ٩
کانونͬ های نمایش با F (z) و f(z) همساز تابع دو پیچش

f(z) = h(z) + g(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n +

∞∑
n=١

bnz
n (١۶ . ٢)

F (z) = H(z) +G(z) = z +

∞∑
n=٢

Anz
n +

∞∑
n=١

Bnz
n (٢ . ١٧)

شود: مͬ تعریف چنین
(f ∗ F )(z) = (h ∗H)(z) + g ∗G(z) = z +

∞∑
n=٢

anAnz
n +

∞∑
n=١

bnBnz
n (٢ . ١٨)

گیریم مثلا́ کند. نمͬ حفظ را رده خواص لزوماً همساز تابع دو پیچش تحلیلͬ، حالت برخلاف
f(z) = h(z) + g(z) =

z

١ − z

و f ∈ K٠
H پس باشد ω(z) = −z انبساط با

F (z) = H(z) +G(z) =
z

١ − z

،(n ≥ ٣ (که n ∈ N برای بود. خواهد F ∈ K٠
H که ب·یرید نظر در نیز را ω(z) = −zn انبساط با

.[٢٩] نیست هم ارز تک موضعاً حتͬ D در (f ∗ F )(z) پیچش
آنگاه F ∈ KH و ϕ ∈ K اگر ([٢۵] شیل‐ال و کلو) .٢ . ٩ . ١ لم

(ϕ+ ϵϕ) ∗ F ∈ CH

.|ϵ| ⩽ ١ بازای
ستاره گونͬ با توان نمͬ را ϕ تحدب شرط فوق، لم در که دادند نشان [٢] دی·ران و آهوجا
نظر در ϵ = ٠ با را D در ϕ(z) = z +

١
n
zn ستاره گون تحلیلͬ تابع مثال برای نمود. تعویض

کنید فرض ب·یرید.

F (z) = h+ g =
z − ١٢z٢
(١ − z)٢ +

− ١٢z٢
(١ − z٢(٢ ∈ KH

پیچش تابع اینصورت در
(ϕ+ ٠ϕ) ∗ F = z +

n+ ١
٢n zn , n ≥ ٢

بود. نخواهد هم ارز تک D در حتͬ



۴٧ پیچش
نیز و باشد |g′(٠)| < |h′(٠)| و بوده تحلیلͬ D در g و h گیریم ([٢] دی·ران و (آهوجا .٢ . ٩ . ٢ لم

اینصورت در شود. نزدی΁‐به‐محدب |ϵ| = ١ هر برای D در h+ ϵg

h+ g ∈ CH

آنگاه باشد محدب و تحلیلͬ D در ϕ اگر
(ϕ+ σϕ) ∗ (h+ g) ∈ CH , |σ| = ١

چه برای که نمودند مطرح را موضوع این در سوالͬ خود ی مقاله در شیل‐ال و کلو
توسط جزئͬ طور به سوال این .ϕ ∗ f ∈ KH داشت خواهیم ،f ∈ KH با ی ϕ همساز توابع
باشد تحلیلͬ D در ϕ اگر که کردند ثابت آنها شد. داده ͺپاس [٩١] سالیناس۴٢ و ویه روشه
عدد هر برای اگر تنها و اگر ϕ ∗ F = ϕ ∗ ReF + ϕ ∗ ImF ∈ KH ،F ∈ KH هر برای سپس

شود. محدب موهومͬ محور جهت در ϕ+ iγzϕ′ تابع γ حقیقͬ
تحلیلͬ آنجا در هم g و محدب تحلیلͬ D در ϕ و h گیریم ([٢] دی·ران و (آهوجا .٢ . ٩ . ٣ لم

،|ϵ| ⩽ ١ هر برای آنگاه .z ∈ D برای |g′(z)| < |h′(z)| چنانکه باشد
(ϕ+ ϵϕ) ∗ (h+ g) ∈ CH

را شود ͽواق ستاره گون همساز توابع در تابعͬ اینکه برای کافͬ و لازم شرط نیز زیر ی قضیه
دارد: مͬ بیان

تنها و اگر f ∈ S∗
H سپس f = h + g ∈ SH کنید فرض ([٢] دی·ران و (آهوجا .٢ . ٩ . ١ قضیه

اگر

h(z) ∗
z + ١٢(ζ − ١)z٢

(١ − z)٢ − g(z) ∗
ζz − ١٢(ζ − ١)z٢

(١ − z)٢ ̸= ٠ ; |ζ| = ١, ٠ < |z| < ١

اگر ،f = h+ g ∈ SH کنید فرض ([٢] دی·ران و (آهوجا .٢ . ٩ . ١ نتیجه
∞∑

n=٢
n|an|+

∞∑
n=١

n|bn| ⩽ ١

.f ∈ S∗
H آنگاه

کند: مͬ عنوان را باشد محدب همسازی تابع آنکه برای کافͬ و لازم شرط نیز زیر ی قضیه
۴٢Salinas



همساز توابع ۴٨
تنها و اگر f ∈ KH سپس ،f = h+ g ∈ SH کنید فرض ([٢] دی·ران و (آهوجا .٢ . ٩ . ٢ قضیه

اگر
h(z) ∗ z + ζz٢

(١ − z)٣ + g(z) ∗ ζz + z٢
(١ − z)٣ ̸= ٠ ; |ζ| = ١, ٠ < |z| < ١

اگر ،f = h+ g ∈ SH گیریم ([٢] دی·ران و (آهوجا .٢ . ٩ . ٢ نتیجه
∞∑

n=٢
n٢|an|+

∞∑
n=١

n٢|bn| ⩽ ١

.f ∈ KH دراینصورت
ضرایب روی که هایی نامساوی اساس بر را نتایجͬ برخͬ هم [۵١] دی·ران و کومار۴٣
پیچش از مفیدی نتایج که (٢٠١٢) آوردند بدست را است برقرار ٢ . ٧ . ١ محدب همساز توابع

دربرداشت:
١‐٢ . ١٨۶ . ٢ بفرم هایی نمایش دارای ترتیب به f ∗F و F ، f که کنید فرض [۵١] .۴ . ٢ . ٩ لم

اینصورت در باشند،
.f ∗ F ∈ K٠

H آنگاه ،F ∈ K٠
H و ∑∞

n=٢ n٣|an|+∑∞
n=٢ n٣|bn| ⩽ ١ اگر •

.f ∗ F ∈ S∗٠
H آنگاه ،F ∈ K٠

H و ∑∞
n=٢ n٢|an|+∑∞

n=٢ n٢|bn| ⩽ ١ اگر •
.f ∗ F ∈ KH آنگاه ،F ∈ KH و ∑∞

n=٢ n٣|an|+∑∞
n=٢ n٣|bn| ⩽ ١ − |b١| اگر •

.f ∗ F ∈ S∗
H آنگاه ،F ∈ KH و ∑∞

n=٢ n٢|an|+∑∞
n=٢ n٢|bn| ⩽ ١ − |b١| اگر •

.f ∗ F ∈ S∗٠
H (α) آنگاه ،F ∈ K٠

H و ∑∞
n=٢ n(n−α)١−α

|an|+
∑∞

n=٢ n(n+α)١−α
|bn| ⩽ ١ اگر •

.f ∗ F ∈ K٠
H آنگاه ،F ∈ K٠

H و ∑∞
n=٢ n٢(n−α)١−α

|an|+
∑∞

n=٢ n٢(n+α)١−α
|bn| ⩽ ١ اگر •

.f∗F ∈ CH آنگاه باشد، ارز تک موضعاً f∗F اگر ،F ∈ KH ∞∑و
n=٢ n٣|an| ⩽ ١ کنید فرض •

باید سپس بنگارد، {w : Rew >
١
٢} راست صفحه نیم به را D قرص f = h + g ∈ S٠

H اگر
نماید. صدق h+ g =

z

١ − z
در

نگارد مͬ R = {w : Re w > − ١
٢} راست صفحه نیم به را D که f = h+ g توابع مجموعه

کلͬ ش΄ل دارای
h(z) + g(z) =

z

١ − z

عمودی نوار به را D توابع این و است K ی رده اکستریمال تابع z

١ − z
که است

R =

{
w :

α− π

٢ sinα
< Re w <

α

٢ sinα

}
(٢ . ١٩)

۴٣Kumar



۴٩ پیچش با مرتبط هائͬ زیررده
زیرند: کلͬ ش΄ل دارای و نگارند مͬ

h(z) + g(z) =
١

٢i sinα log
١ + zeiα

١ + ze−iα

نیز و h١ + g١ =
z

١ − z
با f١ = h١ + g١ ∈ K٠

H کنید فرض ([٢٨] (دورف۴۴ .۵ . ٢ . ٩ لم
نگهدار جهت و ارز تک موضعا f١ ∗ f٢ اگر باشد. h٢ + g٢ =

z

١ − z
با f٢ = h٢ + g٢ ∈ K٠

H

طولهاست. محور جهت در محدب و f١ ∗ f٢ ∈ S٠
H آنگاه باشند،

پیچش با مرتبط هائͬ زیررده ٢ . ١٠
مانند شد بررسͬ و معرفͬ مولفانͬ توسط SH از هایی زیررده ،٢٠٠٨ و ١٩٩٨ سالهای بین
جهانگی، ،(١٩٩٩ ،[۴٧]) جهانگی ،(١٩٩٨ ،[٩۶]) سیلورمن ،(١٩٩٨ ،[۴۶]) جهانگی
،(٢٠٠٣ ،[٢]) سیلورمن و جهانگی آهوجا، ،(٢٠٠٢ ،[۴٨]) جی۴۶ وی و ۴۵موروگورومور
نیز و (٢٠٠٧ ،[١١٩]) ۴٩یامانکارادن و اوزترک۴٨ ،۴٧یالس ،(٢٠٠٣ ،[۶۶]) موروگورومور
کافͬ و لازم شروطͬ یافتن در نوعͬ به کدام هر که (٢٠٠٨ ،[٩ ،٨]) داروس۵١ و الشقصی۵٠
ای زیررده سوبرامانیان۵۴ و استفان۵٣ علی۵٢، ،٢٠١٠ در کوشیدند. شده معرفͬ های زیررده در
آنها گرفت. مͬ بر در خاص حالتͬ بعنوان را قبل های زیررده اکثر که کردند معرفͬ را SH از

:[۶] دادند ارائه را زیر تعریف
است مفروض تابعͬ ϕ(z) = z +

∞∑
n=٢

ϕnz
n و بوده حقیقͬ ثابتͬ σ کنید فرض .٢ . ١٠ . ١ تعریف

است S٠
H(ϕ, σ, α) ی رده به متعلق f = h+ g ∈ S٠

H همساز تابع باشد. مͬ تحلیلͬ D روی که
اگر

Re

{
z(h ∗ ϕ)′(z)− σz(g ∗ ϕ)′(z)
(h ∗ ϕ)(z) + σ(g ∗ ϕ)(z)

}
> α , z ∈ D (٢ . ٢٠)

.٠ ⩽ α < ١ که
مثلا́ شود مͬ شامل را قبلͬ های زیررده خاصͬ حالات در تعریف این

۴۴Dorff
۴۵Murugusundaramoorthy
۴۶Vijaya
۴٧Yalçin
۴٨Öztürk
۴٩Yamankaradeniz
۵٠Al-Shaqsi
۵١Darus
۵٢Ali
۵٣Stephen
۵۴Subramanian



همساز توابع ۵٠
.(١٩٩٨ ،[٩۶]) سیلورمن S٠

H

(
z

١ − z
, ١, ٠

)
= S∗٠

H

.(١٩٩٨ ،[٩۶]) سیلورمن S٠
H

(
z

(١ − z)٢ , ١, ٠
)

= K٠
H

.(١٩٩٩ ،[۴٧]) ،(١٩٩٨ ،[۴۶]) جهانگی S٠
H

(
z

١ − z
, ١, α

)
= S∗٠

H

.(١٩٩٩ ،[۴٧]) ،(١٩٩٨ ،[۴۶]) جهانگی S٠
H

(
z

(١ − z)٢ ,−١, α
)

= K٠
H

توسط که است تغییریافته سالاگان۵۵ عمل·ر که S٠
H

z + ∞∑
n=٢

npzn, (−١)p, α
 = H(p, α)

.(٢٠٠٢ ،[۴٨]) شد مطالعه جی وی و موروگورومور جهانگی،
ویه روشه مشتق عمل·ر شامل که λ > −١ شرط به S٠

H

(
z

(١ − z)λ+١ , ١, α
)

= RH(λ, α)

.(٢٠٠٣ ،[۶۶]) شد بررسͬ موروگورومور توسط و است
(λ+١)n−١ = ,C(λو n) = (λ+ ١)n−١

(n− ١)! که S٠
H

z + ∞∑
n=٢

npC(λ, n)zn, (−١)p, α
 = H(p, α)

توسط که کند مͬ مشخص را MH(١, λ, α) ی رده بدینصورت که (λ+١)(λ+٢) · · · (λ+n−١)
.(٢٠٠٨ ،[٩ ،٨]) شد مطالعه داروس و الشقصی

و متحد همساز توابع روی را قبلͬ های زیررده از تعداد این S٠
H(ϕ, σ, α) ی رده ͽواق در

دهد: مͬ بدست را زیر نتایج و کند مͬ ی΄پارچه
اگر فقط و اگر f ∈ S٠

H(ϕ, σ, α) سپس ،f = h+ g ∈ S٠
H گیریم ([۶]) .٢ . ١٠ . ١ قضیه

(h∗ϕ)∗

[
z + x+٢α−٢−١٢α z٢

(١ − z)٢
]
−σ(g ∗ ϕ)∗

[
x+α١−α

z − x+٢α−٢−١٢α z٢
(١ − z)٢

]
̸= ٠ ; |x| = ١ , |z| ̸= ٠. (٢ . ٢١)

از عبارتست گیرد قرار S٠
H(ϕ, σ, α) ی رده در همسازی تابع آنکه برای کافͬ شرطͬ

اگر f ∈ S٠
H(ϕ, σ, α) آنگاه ،f = h+ g ∈ S٠

H گیریم ([۶]) .٢ . ١٠ . ٢ قضیه
∞∑

n=٢
n− α

١ − α
|an||ϕn|+ |σ|

∞∑
n=٢

n+ α

١ − α
|bn||ϕn| ⩽ ١. (٢ . ٢٢)

دی·ر مولفان توسط قبلا که را همساز توابع از دی·ر ای مجموعه مذکور مولفان این، بر علاوه
یکنواخت دب تحلیلͬ توابع از هائͬ رده شامل ها رده این نمودند. ب΄پارچه را بود شده بررسͬ
های رده شامل همساز توابع از هائͬ زیررده چنین .[٨٧] هستند سهموی ستاره گون توابع و
مطالعه [٩٠ ،٨٩] در که هستند گودمن‐رونینگ۵۶ نوع ساز توابع از GKH(α) و GH(α)

۵۵Salagean
۵۶Goodman-Rønning-type harmonic functions



۵١ TH ی رده
نوع عملگر شامل ترتیب به که است [٩] MH(n, α) و [١١٩] RSH(p, γ) های رده نیز و شده

شد: ارائه زیر تعریف سپس هستند. ویه۵٨ روشه عملگر و سالاگان۵٧

که باشد مفروض تابعͬ ϕ(z) = z +

∞∑
n=٢

ϕnz
n و بوده حقیقͬ ثابتͬ σ گیریم .٢ . ١٠ . ٢ تعریف

اگر است SP ٠
H(ϕ, σ, α) ی رده در f = h+ g ∈ S٠

H همساز تابع است. تحلیلͬ D روی
Re

{
(١ + eiγ)

z(h ∗ ϕ)′(z)− σz(g ∗ ϕ)′(z)
(h ∗ ϕ)(z) + σ(g ∗ ϕ)(z)

− eiγ

}
> α ; z ∈ D (٢ . ٢٣)

.٠ ≤ α < ١ γو ∈ R با
اگر فقط و اگر f ∈ SP ٠

H(ϕ, σ, α) آنگاه .f = h+ g ∈ S٠
H کنید فرض ([۶]) .٢ . ١٠ . ٣ قضیه

(٢۴ . ٢)
(h∗ϕ)∗

z + (x+١)eiγ+x+٢α−٢−١٢α z٢
(١ − z)٢

−σ(g ∗ ϕ)∗
 (x+١)eiγ+x+α١−α

z − (x+١)eiγ+x+٢α−٢−١٢α z٢
(١ − z)٢

 ̸= ٠ ; |x| = ١ , |z| ̸= ٠.

اگر f ∈ SP ٠
H(ϕ, σ, α) سپس ،f = h+ g ∈ S٠

H گیریم ([۶]) .۴ . ٢ . ١٠ قضیه
∞∑

n=٢
٢n− ١ − α

١ − α
|an||ϕn|+ |σ|

∞∑
n=٢

٢n+ ١ + α

١ − α
|bn||ϕn| ⩽ ١. (٢۵ . ٢)

TH ی رده ٢ . ١١
و اتحاد ΁ی .[٩٧] شد بررسͬ سیلورمن توسط منفͬ ضرایب با تحلیلͬ توابع از زیررده چندین
پیچش روی که شد معرفͬ [۴] توسط منفͬ ضرایب با p‐مقداری تحلیلͬ توابع از ی΄پارچ·ͬ
شده مطالعه قبلا که بود منفͬ ضرایب با تحلیلͬ توابع از زیررده چند شامل کردو مͬ عمل

بودند.
ضرایب که که است f = h + g همساز توابع تمام شامل SH از ای زیررده TH(α) گیریم

یعنͬ اند، منفͬ بعد به دومͬ از ،h تحلیلͬ تابع سری بسط در ناصفرشان
h(z) = z −

∞∑
n=٢

|an|zn , g(z) =

∞∑
n=١

|bn|zn

نمایند مͬ صدق زیر شرط در نیز و
∂

∂θ
arg{f(reiθ)} ≥ α

۵٧Salagean-type operator
۵٨Ruscheweyh operator



همساز توابع ۵٢
.[۴٧] شد معرفͬ جهانگی توسط ١٩٩٩ در رده این .٠ ⩽ α < ١ و |z| = r < ١ که
در که SH در همساز توابع از S∗

H(ϕ, ψ, λ, γ, k) ی رده [٣۵] سوداراسان۶٠ و لارسی۵٩ اژی
شرط

Re

{
(١ + keiα)

(
z(h ∗ ϕ)′ − z(g ∗ ψ)′

)
z′
(
(١ − λ)z + λ((h ∗ ϕ) + (g ∗ ψ)

) − keiα

}
≥ γ

ϕ(z) = z + تعریف این در .(٢٠١٣) نمودند بررسͬ را کنند مͬ صدق حقیقͬ α همه برای
،z′ = ∂

∂θ
(z = reiθ) ،٠ ⩽ λ ⩽ ١ ،µn ≥ ٠ ،λn ≥ ٠ شروط با ψ(z) = z +

∞∑
n=٢

µnz
n ،

∞∑
n=٢

λnz
n

نمایش S∗
H(ϕ, ψ, λ, γ, k) فرض با همچنین اند. تحلیلͬ ٠ ⩽ γ < ١ و ٠ ⩽ θ < ٢π ،٠ ⩽ r < ١

شود. مͬ f = h+ g ∈ TH توابع شامل S∗
H(ϕ, ψ, λ, γ, k) ی رده

،α = ٠ بازای .٢ . ١١ . ١ ملاحظه
S∗
H

(
z

١ − z
,

z

١ − z
, ١, γ, ١

)
= TH

(١ + γ

٢
)

نیز و شده داده (٢.٣) با g و h که باشد چنان f = h + g تابع کنید فرض [٣۵] .٢ . ١١ . ١ لم
ب·یرید

∞∑
n=٢

(n(١ + k)− λ(k + γ)

١ − γ

)
λn|an|+

∞∑
n=١

(n(١ + k) + λ(k + γ)

١ − γ

)
µn|bn| ⩽ ١

اگر و حقیقͬ عدد α ،٠ ⩽ γ ⩽ ١ ،٠ ⩽ λ ⩽ ١ ،µn ≥ ٠ ،λn ≥ ٠ ،k ≥ ٠ که

n(١ − γ) ⩽
(
n(١ + k)− λ(k + γ)

)
λn ⩽

(
n(١ + k) + λ(k + γ)

)
µn

.f ∈ S∗
H(ϕ, ψ, λ, γ, k) ،λ =

١ − γ

١ + γ
برای و بوده D در نگهدار جهت ارز تک همساز نگاشتͬ f آنگاه

شامل که کنیم مͬ معطوف S٠
H(ϕ, σ, α) از TS٠

H(ϕ, σ, α) ی زیررده به را خود توجه اکنون
ش΄ل به f = h+ g همساز توابع

h(z) = z −
∞∑

n=٢
anz

n , g(z) = σ

∞∑
n=٢

bnz
n ; an ≥ ٠, bn ≥ ٠ (٢۶ . ٢)

[۶۶ ،۴٨ ،۴٧ ،۴۶ ،٨] در قبلا که است خاصͬ حالات شامل TS٠
H(ϕ, σ, α) زیررده هستند.

اند. شده مطالعه
۵٩Ezhilarasi
۶٠Sudharsan



۵٣ TH ی رده

٢۶ . ٢ ش΄ل به f و بوده ϕn ⩾ ٠ با ϕ(z) = z +

∞∑
n=٢

ϕnz
n نمائید فرض ([۶]) .٢ . ١١ . ١ قضیه

اگر فقط و اگر f ∈ TS٠
H(ϕ, σ, α) آنگاه باشد.

∞∑
n=٢

n− α

١ − α
anϕn + σ٢ ∞∑

n=٢
n+ α

١ − α
bnϕn ⩽ ١. (٢ . ٢٧)

آید: مͬ بدست چنین f ∈ TS٠
H(ϕ, σ, α) که |f(z)| برای ظریف کران ΁ی

|σ| ⩾ ٢ − α

٢ + α
و بوده ϕn ⩾ ϕ٢(n ⩾ ٢) با ϕ(z) = z +

∞∑
n=٢

ϕnz
n گیریم ([۶]) .٢ . ١١ . ١ نتیجه

|z| = r < ١ برای سپس باشد f ∈ TS٠
H(ϕ, σ, α) اگر باشد.

r − ١ − α

(٢ − α)ϕ٢
r٢ ⩽ |f(z)| ⩽ r +

١ − α

(٢ − α)ϕ٢
r٢ (٢ . ٢٨)

کند. مͬ برقرار را تساوی و بوده ظریف f(z) = z − ١ − α

(٢ − α)ϕ٢
z٢ تابع بازای نتیجه این

مͬ را |w| < ١ − ١ − α

(٢ − α)ϕ٢
قرص TS٠

H(ϕ, σ, α) در موجود توابع برد پیداست چنانکه
TS٠

H(ϕ, σ, α) ی رده اکستریمال نقاط و بوده محدب TS٠
H(ϕ, σ, α) ی رده همچنین پوشانند.

یافت: چنین توان مͬ را
گیریم ([۶]) .٢ . ١١ . ٢ قضیه

h١(z) := z , hn(z) := z − ١ − α

(n− α)ϕn
zn , gn(z) := z +

١ − α

σ(n+ α)ϕn
zn (٢ . ٢٩)

بصورت بتوان را f اگر فقط و اگر f ∈ TS٠
H(ϕ, σ, α) تابع ΁ی .n = ٢,٣, · · · برای

f(z) =
∞∑
n=١

(λnhn + γngn), (٢ . ٣٠)

نقاط خاص حالت در است. γ١ = ٠ و λ١ = ١ −
∞∑

n=٢
(λn + γn) ،γn ⩾ ٠ ،λn ⩾ ٠ که کرد بیان

.{gn} و {hn} از عبارتند TS٠
H(ϕ, σ, α) اکستریم
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نمایه
١٧ گون، α‐مارپیچ
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١٧ ،΁اسپاس
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٢۵ تابعیت، اصل

٧٠ ،۶٣ ،٣۴ ماکزیمم، مقدار اصل
٣۴ مینیمم، مقدار اصل

۵۶ الامیری،
۵٠ ،۴٩ الشقصͬ،

٨٧ ،٨۶ ،٨٠–٨٢ العشوه،
۶٨ ،٢۵ ،٢۴ ،١٠ ،٨ ال΄ساندر،

٣٧ ،٣ انبساط،
٣۶ دوم، مختلط انبساط

۶۵ ،۵٨ ،٢١ انتقال،
٣٧ ،٣ برد، انتقال

۴ اوزاوا،
۴٩ اوزترک،

١٢ زاوا، اومͬ

٣١ ،١۴ اووا،
۵٢ لارسͬ، اژی
٣ اکستریمال،

١۶ بازیلویچ،
٢٠ براون،

۶٨ برناردی،
٧–٧٨۶ ،٨ برنان،

١١ بری΄من،
٨٠ ،٢٩ ،٢٢ تیلور، سری بسط

٧٩ بولوت،
۴ ،٣ بیبرباخ،

٩٩ ،۶١ گاوس، هندسͬ فوق تابع
٧۵ معکوس، تابع

٢٨ ،١٧ محدب، به ΁نزدی تابع
٣٣ حقیقͬ، همساز تابع

۴١ ،١٧ کوبه، تابع
٧ اویلر، گامای تابع

٣۵ مختلط، همساز تابع
٨١ تابعیت،

١٣ ،α مرتبه از ستاره گون γ‐قویا توابع
٢ تحلیلͬ، توابع

۴١ منفرد، داخلͬ توابع
۵٠ ،٢۴ سهموی، ستاره گون توابع

۴ مطیع، توابع
۵٠ گودمن‐رونینگ، نوع همساز توابع

٣۵ ،٣ ،٢ ارز، تک
٢٢ کوبه، ثابت

١٠١



نمایه ١٠٢
٣۴ سیالات، جریان

۵٢ ،۵٠ ،۴٩ ،۴۵ ،۴٣ جهانگیری،
٣۶ برگردان، جهت
٣۶ نگهدار، جهت

٣٧ همساز، بیبرباخ حدس
۵ ،۴ بیبرباخ، حدس

۵ ،۴ روبرتسون، حدس
۵ ،۴ روگوسینس΄ͬ، حدس

۵ ،۴ میلین، حدس
٧٢ ،٧١ آفین، پایای خاصیت

٧١ ،٣٧ ،٢١ ،٣ قرص، خودریختͬ
۵٠ ،۴٩ داروس،

٧٩ دو‐بازیلویچ،
٨٠ ،٧–٧٧۵ ارز، دو‐تک

٧٩ ،٧٧ ،α مرتبه از دو‐ستاره گون
۴ دوبرانژ،
۴٩ دورف،

۶۶ ،۵٨ ،۴۵ دورن،
۴۴ رادو،

٣٠ چاندران، راوی
١١ رایت،

٣۶ ،٣ رده،
٩ ،٧ ،۶ روبرتسون،

٣٧ برشͬ، ساختار روش
۵٠ ،۴٧ ،٢٨ ،١١ ویه، روشه
۶۴ ،٢۵–٢٣ ،٢١ رونینگ،

۵٠ ،٣٠ سالاگان،
۴٧ سالیناس،

٢٠ ،١٩ ساکاگوچͬ،
٧٠ ،۵۶ کالیراج، سایرام

۵ ستاره گون،
٢۵ ما‐میندا، ستاره گون

۶٢ ،۵٨–۵۵ ،٢٠ ی΄نواخت، ستاره گون
٢١ سلماسͬ،

۴٩ سوبرامانیان،
١٢ سوتکویچ،

۵٢ سوداراسان،
١٣ سوکول،

١١ ،٩ سوگاوا،
۵١–۴٩ ،۴٣ ،۴٢ ،٩ سیلورمن،

٧٩ ،١٣ ،١٠ سیم،
١٩ ،٨ تحدب، شعاع
٨ ستاره گونͬ، شعاع

٢٨ شوئنبرگ،
۴ شیفر،

،۴۶ ،۴٣ ،۴٢ ،٣٧ ،٣۶ ،٢٨ شیل‐سمال،
٧٢ ،۴٧

٢٧ هادامار، ضرب
٧٨ ،٧٧ طاها،

٧٨ عبادیان،
٧٨ عزیز،
۴٩ علͬ،

۵١ ویه، روشه عمل·ر
۵١ سالاگان، نوع عمل·ر
٢۶ ،٢۵ میانگین، عمل·ر

٧٩ ،٧۶ فابر،
٨٧ ،٨۶ ،٨٢ ،٧٨ فراسین،
٣۴ احتمالاتͭ، فرایندهاى

٣۶ ،٣۴ پواسن، انتگرال فرمول
۴ قارابادیان،

٢ باز، ی΄ه قرص
٢ ریمان، نگاشت قضیه

٧٧ ،β مرتبه از دو‐ستاره گون قویا
٨ ستاره گون، قویا

١١ ،β مرتبه از محدب قویا
۴ لاونر،

١٢ لواندوفس΄ͬ،



١٠٣ نمایه
٣۶ لوی،
٧۶ لوین،

٢۵ ،٢۴ ما،
١٧ گون، مارپیچ
١٧ گونͬ، مارپیچ

٧ مارکز،
١٠ مارکس،

٧٠ ،۶٣ ،٢٩ ،٢٨ دوگان، مجموعه
٨ محدب،

٩ ،α مرتبه از محدب
١٢ ،α جهت در محدب

١٢ افقͬ، جهت در محدب
١٢ جهت، ΁ی در محدب

٢۵ ما‐میندا، محدب
۶١ مانا، محدب

۵۵ ی΄نواخت، محدب
۶٧–۶۴ ،۵٠ ،٢٣ ی΄نواخت، محدب

٧١ خطͬ، پایای مرتبه
٢١ مرکز،

٣٧ ،٣ سازی، مزدوج
٣۵ همساز، مزدوج

٧۶ ،۴١ ،٣٧ ،٢٨ ،٢٣ ،٢١ باز، ی مسئله
٧٠ محدب، مطلقاً

۵ مطیع،
٢ ریمان، کوشͬ معادلات

٣٣ لاپلاس، معادله
۵٠ ،۴٩ موروگورومورثͬ،

۵۶ ،۴۵ ،۴٣ ،۴٢ ،٢۵ موکانو،
١٠ گرگور، ΁م
٢۵ ،١٢ میلر،

٢۵ ،٢۴ میندا،
١٣ ،١٢ نانوکاوا،

٧۶ نتانیاهو،
٧٨ زاده، نجف

۴۵ ،١۶ ،١۵ محدب، به ΁نزدی
١۶ ،α مرتبه از محدب به ΁نزدی

٢٠ ،١٩ ستاره گون، متقارن نقاط به نسبت
،α مرتبه از ستاره گون متقارن نقاط به نسبت

٢٠
٣۵ کانونͬ، نمایش

١۵ نوشیرو،
٢٩ ،٢٨ ،٢۴ ،٢٣ ،٢١ نژمدیتنف،

٢ ریمان، نگاشت
٣۵ حقیقͬ، همساز های نگاشت

۶۶ ،۵٧ آفین، نگاشتهای
٣۵ ،͹مسط همساز نگاشتهای

١١ ،΁هالنب
١۴ هرگلوت،

۶١ ،٣۵ تحلیلͬ، هم
٢ ساده، همبند

٢ همدیس،
٢١ ،۴ هوروویتس،

٣۴ ،΁هیدرودینامی
١١ وانگ،

١۵ ورشاوس΄ͬ،
۵٠ ،۴٩ جͬ، وی

١١ ویل΄ن،
۵۶ پاراجاپات،

٧١–٧٣ ،٢۴ ،٢١ ،٣ خطͬ، پایای
٣۴ ،΁ال΄ترواستاتی پتانسیل

٣۴ سرعت، پتانسیل
۴ پترسون،

٧٩ پریما،
٢۵ محدب، پوش

٢٨ پولیا،
١٢ پومرنکه،

٧٠ ،۵۶ پوناسمͬ،
٩٩ پوچهامر،



نمایه ١٠۴
٣١ ،٣٠ ستاره گون، پیش

٨٠ ،۶٣ ،۵۶ ،۴۶ ،٢٧ ،٢٣ ،٢٢ پیچش،
۶۵ ،۵٨ ،٣٧ ،٢١ ،٣ چرخش،

۶۶ ،۵٨ ،۴۵ ،۴۴ چوکه،
٧٢ ،٧١ ،٣۵ ژاکوبین،

٧٩ ژو،
٨۶–٨۴ ،١۵ کاراتئودوری،

۶۶ ،۶۴ ،۴۵ ،۴۴ محدب، کاملا́
۵٨ ،۵۶ ،۵۵ ،۴٢ ستاره گون، کاملا́

۵۵ محدب، کاملا́
١۶ ،١۵ کاپلان،

٧٩ کرسͬ،
٧۶ ،۴٧ ،۴۶ ،۴٣ ،۴٢ ،٣٧ ،٣۶ کلونͬ،

۴۴ کنزه،
٧٩ ،١٣ ،١٠ کوان،

٧۵ ،٢٧ ،۵ ،٣ کوبه،
١۴ کوروکͬ،

١٨ کولشرسترا،
۴٨ کومار،

٧۶ گرانس΄ͬ،
۶۶ ،۶۴ ،۵٧ ،٢۵ ،٢٠–٢٣ گودمن،

۴٩ یالسین،
۴٩ یامانکارادنیز،
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